Konformgeometrie der verallgemeinerten schouten-haantjesschen räume. I  by Moór, Arthur
MATHEMATICS 
KONFORMGEOMETRIE DER VERALLGEMEINERTEN 
SCHOUTEN-HAANTJESSCHEN RAUME. I 
VON 
ARTHUR M06R 
(Communicated by Prof. J. A. ScHOUTEN at the meeting of September 28, 1957) 
Prof. J. A. ScHOUTEN und J. HAANTJES haben im Jahre 1936 eine 
Geometrie entwickelt (vgl. (5] 1)), die dadurch charakterisiert werden 
kann, dass ihre Grundelemente ko- bzw. kontravariante Vektordichten 
vom Gewicht ( - p), bzw. ( + p) sind und in dieser Geometrie durch einen 
metrischen Grundtensor Uik eine Metrik und eine Paralleliibertragung 
der Vektoren definiert ist. Der metrische Grundtensor U;k ist dabei von 
einer Fundamentalfunktion £(x, u) m der Form 
p ()2 22 l~np 02 2 2 
) (a) 
ik_l np-1 (b) g - 2 a ou; OUk ' U;k = t a oui ouk 
(0.1) I ()2 22 I I ()2 22 I (a) a-1 = det ou; ouk ' (b) a = det ()ui ouk 
ableitbar 2). Offenbar sind dann aus den Formeln (0.1) die ko- bzw. die 




~ l, wenn i=k 
? 0, wenn i-;:ftk 
Diese Geometrie wurde spater durch E. T. DAVIES und R. S. CLARK 
weiter entwickelt (vgl. (2] und (1]). R. S. CLARK hat in diese Raume, 
- die wir im folgenden Schouten-Haantjessche Raume, oder kurz S-H-
Raume nennen wollen - eine Symbolik eingefiihrt, mit deren Hilfe sowohl 
der kovariante, als auch der kontravariante Fall gleichzeitig behandelt 
werden kann. Mit diesem formalen Apparat, den R. S. CLARK "replace-
ment operation" genannt hat, entwickelte er die Konformgeometrie 
beider Typen der S-H-Raume. 
Diese heiden Typen der S-H-Raume, deren Grundelemente also ko- bzw. 
kontravariante Vektordichten sind, konnen durch geeignete Transforma-
tionen ineinander iibergefiihrt werden (vgl. (3]); ein kovarianter Raum, 
1) Die Zahlen in eckigen Klammern deuten auf die Literatur am Ende unserer 
Arbeit. 
2 ) Der kovariante Fall wird im folgenden immer durch den Buchstaben (a) 
der kontravariante Fall aber durch (b) bezeichnet. 
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dessen Grundelemente vom Gewicht ( -p) sind, ist immer in einen kontra-
varianten Raum mit Grundelementen vom Gewicht ( +p) iiberfiihrbar. 
Diese Eigenschaft dieser Raume bezeichneten wir in unserem Aufsatz [3] 
als "Dualitat" der S-H-Raume. Bei den Untersuchungen der S-H-Raume 
geniigt auf Grund der Dualitat nur einen Typ, z.B. den kontravarianten 
Typ zu untersuchen, denn die Satze von diesem Typ gelten dann auch 
fiir den anderen. Die Dualitat zeigt, dass zwischen dem kovarianten und 
kontravarianten Fall ein innerer Zusammenhang existiert. 
Im folgenden werden wir eine allgemeinere Metrik definieren, und 
weiter, die zu dieser allgemeineren Metrik gehorige Konformgeometrie 
entwickeln. Die Verallgemeinerung wird darin bestehen, dass wir die 
Metrik dureh einen "a priori" angegebenen metrischen Grundtensor 
gik(x, u) festlegen, der also cine Relation von der Form (0.1) nicht 
befriedigt. 
Eine konforme Transformation 
(0.3) o=o(x, u) 
der Metrik hat dann die Eigenschaft, dass im allgemeinen die Funktion 
a auch von ui, bzw. ui abhangig ist, wahrend sie in den S-H-Raumen 
allein von den xi abhangig war (vgl. [1], § 2). 
Dem entsprechend wollen wir in den ersten heiden Paragraphen die 
Dualitat dieser Raume untersuchen, und die Ubertragungstheorie ent-
wickeln, weiter in §§ 3-5 die Konformgeometrie dieser allgemeineren 
Metrik untersuchen. Es wird sich zeigen, dass falls (0.1) nicht giiltig ist, 
dann der kov;triante Fall nicht notwendigerweise mit dem kontravarianten 
Fall dualisierbar ist. Die konformen Eigenschaften der Tensoren erweitern 
sich, denn in diesen Raumen existieren auch solche Tensoren, die sich bei 
einer konformen Transformation (0.3) nach dem Transformationsgesetz 
(3.1) transformieren. Diese Teoooren wollen wir pseudokonforme Tensoren 
vom Gewicht h bezeichnen; die entsprechende Ubertragung ist die pseudo-
konforme Ubertragung. Ist o=o(x) so geht die Theorie in den absolut-
konformen Fall iiber. Im Faile Aoik = liBk werden wir auch eine absolut-
konforme Ubertragung definieren, wenn a= o(u) ist. 
§ l. Grundtensoren und Dualitiit der verallgemeinerten S-H-Raume 
Es soll at,., bzw. at! eine metrische Mannigfaltigkeit der Elemente 
(xi, ui), bzw. (xi, ui) bedeuten, wo ui bzw. ui Vektordichten vom Gewicht 
( -p) bzw. ( +p) bedeuten und die Metrik durch einen metrischen Grund-
tensor gik(x, u) festgelegt ist. gik soll in den u homogen von nullter Dimension 
sein. Wir nehmen an, dass die Gleichungen (0.2) die kontravarianten 
Komponenten des metrischen Grundtensors eindeutig bestimmen, d.h. 
gdefdet / gik I =F 0 
ist. Die S-H-Raume sind dann durch (0.1) charakterisiert (vgl. [5] 
Gleichung (ll)). 
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Mit Hilfe der Grundfunktion . 
(1.1) 
kann die wichtige Tensoroperation 
(1.2) (b) T . II def 2 V(jii oT,: 
.. k g ouk 
definiert werden. Die Operation (1.2), angewandt auf den metrischen 
Grundtensor ergibt den Torsionstensor 
(1.3) (a) Aiikder -fgiil/k, (b) Aiik dertYiil/k, 
woraus durch V erjiingung der Torsionsvektor 
(1.4) (a) Akder A:k=(log Vg)l/k, (b) Ak der A/k=(log Vg)l/k 
entsteht. Wie R. S. CLARK in [1], beniitzen auch wir neben (1.2) die 
Operation 
(1.5) (a) T 'II -T 'llr 
.. k- .. Yrk• 
Der Einheitsvektor, der die Richtung seines Stiitzelementes hat, hat 
die Komponenten: 
def VgP (a) li= 1f ui, 
Die Operation (1.2) angewandt auf den Vektor l ergibt: 
(1.6) 
Mit Hilfe des Torsionstensors ·(1.3) und des Einheitsvektors li konnen 
die S-H-Raume durch eine einfache Tensorrelation charakterisiert werden. 
Aus der Forme! (1.1) folgt die Relation: 
(I. 7) 
(1.7) 
~ (a) i g-P ()~.t"m £2= !/"" + t{pg-1 (Ll~k"m g) gii ui ui+ (Ll~k"m gii) ui ui} + 
( +2p(p-1) Ak Am-4p Aoo<mAk1+4p A<kzm)- 4 Ao<kml, 
~ (b) igP ()~k"m 22= gkm- t {pg- 1 (Ll!kumg) Yii ui ui- (Ll!kum Yii) uiui} + 
( +2p (p-1) AkAm-4PAoo<~m,-4p A<klm,+4Ao<kml• 
Nehmen wir jetzt an, dass unser Raum ein S-H-Raum ist. Nach (0.1) 
folgt dann (vgl. [2] Forme! (1.3)) 
(1.8) 
somit erhalt man aus (1.7) nach einer Kontraktion mit lm bzw. mit zm 
wegen der Homogenitat von nullter Dimension der Yik in den u, und im 
Hinblick auf (1.4): 
(1.9) 
3 ) Der Index ,o" bedeutet, wie gewohnlich, die Kontraktion mit zi bzw. li. 
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(a) (()uk gii) uiui+pgii uiudr1 ()ukg=O, 
(b) (()ukUii) uiui-pgii uiui g-1 ()ukg= 0. 
differenzieren wir dann partiell nach um bzw. um, so sind nach (1.9) und (1.4) 
~ (a) (I.ll) ( 
~ (b) (l.ll) ( 
1 { -1 ( 2 ) ii ( 2 "i) } -Jr pg ()UkUmg g 1J,i1J,i+ ()UkUmg" 1J,i1J,i -
= 2p (p+ 1) Ak Am+ 2Aomk_ 2plmA"', 
-! {pg-1 (()~kum!l) Uiiuiui- (()~kumUii) uiui} = 
= 2p(p--1) Ar.:Am- 2Aomk+2plmAk. 
Substituiert man die Iinke Seite von (l.ll) in die Forme! (1.7), so wird 4): 
(1.12) 
In den S-H-Raumen ist also ( l.ll) gilltig. Wir beweisen jetzt den 
Satz 1. Die Relation (1.12) ist notwendig und hinreichend dafur, dass 
der allgemeine metrische Raum Sl,. bzw. ffi! ein S-H-Raum sei, 
Beweis: Die Notwendigkeit haben wir schon bewiesen, da in den 
S-H-Raumen (1.12) immer giiltig ist. Nehmen wir jetzt an, dass die 
Forme! (1.12) besteht. Offenbar besteht dann auch (1.9). Aus der Gleichung 
(1.9) bekommt man ebenso wie vorher (1.11). Setzen wir jetzt (l.ll) in 
(1.7) ein, so erhalt man auf Grund von (1.9) und (1.12) eben die Forme! 
(1.8); diese ist aber mit (0.1) aquivalent, w.z.b.w. 
Jetzt wollen wir die Dualitat der Sl,. und Sl! Raume untersuchen. Es 
soli Sl,. einen metrischen R~um bedeuten, dessen Grundelemente (x•, uj) 
kovariante Vektordichten vom Gewicht ( -p), und Sl! einen Raum, 
dessen Grundelemente: (x', u•) kontravariante Vektordichten vom Gewicht 
( +r) sind. 
Definition I. Die Raume Sl,. und Sl! werden duale Raume genannt, 
falls: 
1) die Grundelemente von Sl,. und Sl! durch eine Relation : 
(1.13) 
miteinander verknupft sind 5); 
2) in den entsprechenden Grundelementen 
(1.14) 
besteht, (offenbar folgt aus (1.14) auch g(x•, u.)=g*(x', u')); 
4 ) Die folgende Gleichung ist in heiden Fallen giiltig. Im kovarianten Fall haben 
wir die Indizes heruntergezogen. 
5) Die Grossen von ffi! werden wir immer mit einem Stern bezeichnen. 





( 1.16) T. lit -T*. II 
.. Ytk- .. k 
folgt, wo T:., T*:. zwe~ entsprechende Tensoren von ~n und ~: sind. 
Bemerkung: In unserer Arbeit [3] im § 2 haben wir im Definition 
der dualen Raume die Forderung 3) nicht gestellt, denn diese war eine 
Folgerung der vorigen. In unserem Fall ist aber die im [3] § 2 beniitzte 
Methode nicht anwendbar, da 
l\ :::/=- ( Vg*)' Ouk 2* 
ist. 
Auf Grund von (1.13) und (1.14) folgt aus (1.1) im Hinblick auf (0.2): 
Wegen dieser Formel bekommt man aus (1.15) nach einer partiellen 
Ableitung nach uk: 
(1.17) T.,,tout ( Vgi)P+•=T*" II· 
. . ouk . . k 
Aus (1.16) und (1.17) bekommt man wegen g=g* 
(1.18) out = ( Vgi*) -p-r g* ouk tk· 
Nun folgt aus (1.13) nach (1.4) (b): 
(1.19) 
Aus den Gleichungen (1.18) und (1.19) folgt: 
(1.20) A* =p+rl*A* otk 2 t k 
und auch umgekehrt, aus (1.20) folgt nach (1.19) und (1.17) die Gleichung 
(1.16). 
Die Resultate betreffs der Dualisierbarkeit kan man im folgenden Satz 
zusammenfassen. 
Satz 2. Die Gultigkeit der Formel (1.20) ist die notwendige und hin-
reichende Bedingung fur die Dualisierbarkeit von ~n und ~:. 
Ist speziell p=r, so folgt aus (1.20) die Gleichung (1.12), der Raum 
ffi! ist also ein S-H-Raum. Ebenso wird jetzt auch ~" ein S-H-Raum sein. 
(1.20) zeigt, dass ein allgemeiner kovarianter Raum ~n nicht immer mit 
einem kontravarianten Raum ~: dualisierbar ist. I m Falle p = r sind nur 
die S-H-Raume dualisierbar. 
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§ 2. Ubertragungstheorie 
In diesem Paragraphen wollen wir eine metrische Ubertragung der 
V ektoren und Tensoren entwickeln, d.h. dass das invariante Differential 
des metrischen Grund tensors im ganzen Raum verschwindet. In· unserer 
Arbeit [4] haben wir eine analoge Ubertragung im kontravarianten Fall 
fiir p = 0 schon entwickelt; das Analogon dieser metrischen Ubertragung 
werden wir zur Konstruktion der konformen und pseudokonformen 
"Obertragung beniitzen. 
l>as invariante Differential eines V ektors .;;- definieren wir durch die 
Forme!: 
(a) D.;;-der d~+L/'k ~ dxk+M/'k~ duk, 
(b) D.;;-der d.;;-+L/k e' dxk+M/k~; duk. 
Die "Obertragungsparameter miissen aus der Bedingung. 
(2.1) 
bestimmt werden. Vorher wollen wir aber die Formel des invarianten 
Differentials umwandeln. Driicken wir u mittels des Einheitsvektors l 





(a) D~=d~·+L/~c e' dxk+M/k e' dlk, 
(b) D~=d~+L/ke' dxk+M/k e' dlk, 
if.ik= ~ M.•k 
' Vgii ' ' (b) 
gesetzt wurde; fiir den Tensor M/k wurde die auch noch im folgenden 
oftel"S zu beniitzende Relation 
(2.3) M/'0 = 0 
beachtet. Fiir M/k bedingen wir noch die Gleichung: 
(2.4) 
Das invariante Differential des Einheitsvektors l ist 
Nach einer Kontraktion im Faile (a) mit (b}+.Mt•), bzw. im Faile (b) 
mit (bi-M/i) wird aus (2.5) auf Grund von (2.4): 
(2.6) (a) dl;= (w,+Lwkdxk) (bj+ M;oi), (b) dli = (w'-Lo\dxk)(~t-Mj,). 
Setzen wir diese Formel in (2.2), so wird das invariante Differential auf 






(a) M* .ik def M .iT (ok + M ok) 
' - 1 r r ' 
(a) L*i der L.i +M*.ir L 1 k- 1 k 1 rok• 
(b) M* i defM- i (sr M- r ) i k - i r uk - o k ' 
bedeuten. Nach (2.4) und (2.8) konnen die Relationen 
(2.10) (a b) M*/0 = 0 
unmittelbar verifiziert werden. 
M*/k und L*A sind mit Mr und L/h gleichberechtigt, denn aus (2.8) 
bekommt man M/t, bzw. M/t nach einer Kontraktion mit 
(a) (o~-Mk01), bzw. (b) (o~+Mj'1) 
auf Grund der Formeln (2.4) unmittelbar, wahrend L/k dadurch bestimmt 
werden kann, dass man (2.9) mit 
iiberschiebt, wodurch man Ltk> bzw. Lo1k erhalt, und dann diese "\Verte 
in (2.9) substituiert. 
Bestimmen wir nun d~i mittels der Formel (2.6) und (2.10) in der 
Form: 
(a) d ~i= o~c~i dxk +~ill' (o~+ M*r"") (w. +Lso~cdxk), 
(b) d ~i= ok~i dxk+ ~ill, (o; -M*o's) (w• -L0",.dxk), 
so konnen wu das invariante Differential von ~ in die Form: 
1 




( 2.13) D~c~i=~ill~c+~i:f M*•tk 
bedeutet. Wir haben in (2.12) und (2.13) die Operation ,:f' beniitzt, 
die R. S. CLARK "replacement operation" genannt hat (vgl. [1] S. 296). 
Fiir einen Tensor dritter Stufe Tiik der in den u homogen von nullter 
Dimension ist, ist z.B. 6): 
(a) Tii .s _ T•i Si +Tis (Ji _ Tii ss + Tii ll"l k"t - k (}t k t t (}k k t• 
(b) Tiik:f=T•ik o:+T;S,. o{-Tiit o~-Ti\lltl". 
1 
Die Grossen Dk~i und Dk~i sind die kovarianten . Ableitungen des 
6) Im folgenden werden wir diese Operation nur fiir Tensoren beniitzen. R. S. 
CLARK hat aber in [I] ihre Definition auch fiir Tensordichten angegeben. 
101 
Vektors ~i 7 ). Diese sind erst dann bestimmt, wenn die Ubertragungs-
parameter L*lk und M*lk durch gih ausgedriickt werden. 
Aus den Gleichungen (2.1) und (2.11)-(2.13) bekommt man: 
(2.14) 
(2.15) 
Dk gii - vk gii + gii:t L*/"= 0, 
1 
D~c gii- gii llk+g;i:f M*s 1k= 0. 
Es kann durch Einsetzen unmittelbar verifiziert werden, dass das 




(a) F~k=(tokgii+A;{ F::Ok)+ <-ijk> 
(b) F~k= (ivk g;i-Aii' r:,k) + <-ijk> 
befriedigt wird, wenn < i j k > die zyklische Permutation der Indizes 
i, j, k bedeutet, wo aber im dritten Glied auch das Vorzeichen geandert ist. 
Eine Kontraktion von (2.16) mit li bzw. z; ergibt die Relation: 
(2.17) 
wo [i j k] die Christoffelklammern erster Art 8 ) und Hrs;k den Tensor 9): 
(2.18) (~) 
bedeuten. Bedingen wir die Existenz des inversen Tensors von Hrs;k 
d.h. ist 
(2.19) 
auf Kiklm losbar, so bekommt man aus (2.17) nach einer Kontraktion 
mit Kiklm den Wert von F*zom bzw. F\zm· Setzen wir diesen in (2.16) 
ein, so wird: 
(2.20) 
(2.20) 
(a) F~k= [ijk] +{A;/ K•1,k+ <ijk>} [sot], 
(b) r~"= [ijk] -{A;/ Kstrk+ <ijk>} [ost]. 
Der durch (2.20) bestimmte Ubertragungsparameter ist metrisch, aber 
er ist nicht der allgemeinste metrische Ubertragungsparameter. Urn den 
allgemeinsten metrischen Ubertragungsparameter zu erhalten, setzen wir 
(2.21) 
wo xiik einen Tensor bedeutet, der so bestimmt werden muss, dass (2.14) 
befriedigt sei. Beachten wir, dass F*;ik eine Losung von (2.14) ist, so 
bekommt man aus (2.14) und (2.21) 
(b) 2 A;{ Xork + 2 X(ii)k = 0. 
7 ) Die heiden kovarianten Ableitungen sind selbstverstandlich auch fUr beliebige 
Tens oren festgelegt, da die ,replacement operation'' fiir beliebige Tensoren definiert ist. 
8 ) Es ist [i j k] = t(vkgii + v;gik - vigik). 
9 ) (~) bedeutet im folgenden, dass bei einem Zeiehen ,=f" im Faile (a) das , -", 
im Faile (b) das ,+" gilt. 
IIBUOTHEEK · MATf.l!MATISCH CENT~UJ1 
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Ter Tensor xiik kann in der Form: 
"iik = "<ii)k + ~ik' 
dargesteilt werden; somit wird: 
(2.22) (a) Uiik=Ai{ Urok+.A.iik' (b) "iik= -Ai{ Xork+Aiik• 
. 
Nach einer Kontraktion dieser Gleichung mit li bzw. mit li wird: 
(2.23) (a) Xrok(bf-Aio')=Arok, (b) "ork (bf+Ao{)= -Aiok 
(Wir haben im Faile (b) auch die schiefe Symmetrie von .A.iik in den ersten 
heiden Indizes beniitzt). Wenn nun 
(2.24) 
fiir Jit losbar ist, so bekommt man nach einer Kontraktion von (2.23) 
mit Jit den Tensor "wk bzw. Xotk' und nach (2.22) auch xiik· Setzen wir 
d.as in (2.21), so wird: 
(2.25). L*i;k=F\k+Ai/ l"t.A.sok+.A.iik 
die ailgemeinsten metrischen Dbertragungsparameter bestimmen. 
Der Tensor M*;;k kann aus der Gleichung (2.15) bestimmt werden. 
Diese Gleichung ergibt den Wert von M*<iilk· Nimmt man fiir M*;;k 
die Form: 
M*iik = M*<iilk + #iik' 
so wird nach (2.15) 
#iik = M* [iilk' 
(2.26) (a) M*i;k=Ai{ (g,k+ M*•ok) + ft;;k, (b) M*i;k=Ai{ (g,k- M* ork) + #iik· 
Nach einer Kontraktion dieser Gleichung im Faile (a) mit zil\ bzw. im 
Faile (b) mit [ilit erhalt man auf Grund von (2.24) M*wk' bzw. M*.fk· 
Substituiert man diese in (2.26), so wird: 
(2.27) 
Der in (i, j) schiefsymmetrische Tensor #iik ist nicht ganz beliebig; 
nach (2.3) und (2.4) muss #iik gewisse Relationen befriedigen. Es muss 
z,B. #iik=O sein; (2.4) enthalt fiir #iik n2 Bedingungen. 
Die allgemeinste metrische "Obertragung ist also durch die Formeln 
(2.25) und (2.27) angegeben, wo .A.iik und #iik in (i, j) schiefsymmetrische 
Tensoren bedeuten, dabei ist .A.iik sonst beliebig. Die "Obertragung ist 
somit durch gik, .A.iik und #iik festgelegt. Durch eine einfache Rechnung 
folgt auf Grund von {1.6) (vgl. [4], (2.26)-(2.28)): 
(2.28) 
und wenn wir noch die aus (2.26) nach einer Kontraktion mit lili folgende 
Relation: 
(a) (Z'+Aoor) M*.ok=Aook' 
beachten, so erhalten wir auch 
1 
(2.29) Dk li= c5i -lilk. 
(To be continued) 
